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382 Hegyesszégii trigonometriai alapfeladatok

45°

B 4 500 m

2658. x ~ 2,18 km magasan van a hglégballon.
X X

Egyrészt — = tg 25° és 5 tg 30°, masrészt a Pitagorasz-tételt alkalmazva kapjuk, hogy
a

a® + b* = 6°. Ezen egyenletrendszerbSl meghatarozhatjuk az x magassagot. Az els6 két egyen-
letbdl fejezziik ki a-t, illetve b-t x-szel, majd ezeket helyettesitsiik be a harmadik egyenletbe,

36 - tg? 25°- tg* 30°
tg? 30° + tg® 25°

amelyben mar csak x lesz az ismeretlen. x =

2659. /1 =301 m magasan lebeg a 1éggdmb.
h
Vegyiik észre, hogy LT =TB, ezért TB =h. Egyrészt a7 " tg 37°, masrészt alkalmazzuk

Pitagorasz tételét az ABT derékszogili haromszogre. Fejezziik ki az el6z6 egyenletbSl A7-t, majd

ezt helyettesitsiik be a Pitagorasz-tétel alapjan felirt egyenletbe. Itt mar csak /4 lesz az ismeretlen,

500 tg 37°
amelyet konnyen meghatarozhatunk kis szamolas utan. s = e ~ 301 m. Adjunk egy

1+tg? 37°
masodik megoldast, példaul tigy, hogy észrevessziik , hogy az ATL haromszdg egybevagd az

ABT haromszoggel. Miért? Az egybevagdsagbol kovetkezik, hogy AB = AL. Folytassuk!
2660. a) eset: AB =200 m, (2660/1.); b) eset: AB* = 100 m. (2660/11.)

Vegyiik észre, hogy az ACD haromszog egyenl$ szard, ebbdl CD =100 m. Alkalmas szdg-
fliggvény alkalmazdsdval szdmitsuk ki a értékét a BCD haromszogbdl! Azt kapjuk, hogy
a=100-,/3 = 173,2 m. Tekintsiik az ABC haromszdget! Vegyiik észre, hogy ez egybevagd a
BCD haromszoggel! Miért? Ebbol kovetkezik, hogy az ACB sz6g derékszog. Ebbdl kovetkezik,
hogy AB =200 m. Miért?

A B*BC haromszog egyenld szart, ebbdl kovetkezik, hogy CB*A4 szog 30°-0s. Miért? A B*4C
haromszog is egyenld szart (miért?), ebbdl kovetkezik, hogy AB* = AC, azaz AB* =100 m.

) )
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hélégballon

25m m
e I "k s

\ 4

vizszint

18°26°

N

tiikorkép
2661. x~0,6 km magasra emelkedik a hegy a siksag folé, y ~ 1,6 km tavolsagra, illetve

z = 1,9 km tavolsagra vagyunk az egyes helyeken a hegy csticsatol.
Alkalmazzunk egy megfeleld szogfiiggvényt az x és a befogdji derékszogli haromszogre

X
tg 21°48" = —, majd innen fejezzikk ki a-t x segitségével a = ! Majd ugyanezt a
a

tg 21°48'
szogfiiggvényt alkalmazzuk az x és b befogdja derékszogli haromszdgre, majd innen fejezziik ki

X
b-t x segitségével b = W! Ezutan alkalmazzuk Pitagorasz tételét a siksagon levs derék-
g
2

szOgii haromszogre 17+

X

e 21°48’] = [ " 18°26’] ! Ebbe az egyenletbe helyettesitsiik be az
eldbb kifejezett értékeket, és x-re kapunk egy egyismeretlenes egyenletet, ebbdl kisebb szamita-
sok utan megkaphatjuk a hegy x magassagat. Az y, illetve z meghatarozasat megfelel6 szogfiigg-
vény segitségével végezhetjiik el.
2662. x ~ 250 m magasan van a hglégballon a t6 folott.
Irjunk fel egy megfelelé szogfiggvényt az x — 25 m és y befogoji derékszdgii haromszogre,
majd egy ugyanilyen szogfiiggvényt az x + 25 m és y befogdju derékszogi haromszogre! Old-
juk meg a két egyenletbdl all6 kétismeretlenes egyenletrendszert, példaul ugy, hogy elosztjuk
a két egyenlet megfelelS oldalait egymassal, majd ekkor y kiesik és x meghatarozhato.

o4’ = x—25 g 380" = x+25  25-(tg 38°9 + tg 32°44') ~ 250
lg 3244 = BT T T AT T 380 g 30aa 0
2663. x ~ 2286 m magasan van a felh§ a hegycsucs folott. Készitsiink hasonld abrat, mint az
el6z6 feladatnal, és hasonlé moédon oldhatjuk meg, mint az el6z6 feladatot!
2664. ~210,6 m magas a domb és =~ 1051 m magasan volt a villdimlas a viz szine folott.
Hasonl6an oldhatjuk meg, mint az el6z6 két feladatot.
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Korivek, korcikkek, korszeletek

] 2665. 1 ~96,4 m a hidpillérek tavolsaga és
“ i~ 102,5 m az ivhossz.

2666. ~ 131,8 m az ivhossz. Készitsiink hasonld
abrat, mint az el6z6 feladatnal!

2667. x~454 cm a tapadasi felilletek Ossz-
hossza.

El6szor szdmitsuk ki a ¢ szdget, majd ebbdl az
o, szoget, ebbdl pedig az i, ivhosszat! Vegyiik
észre, hogy o, =2 - ¢ , ebbdl pedig szamitsuk ki
az i, ivhosszat! x =i, +i, a tapadasi feliiletek
Osszhossza.

2668. x~ 1755 cm a szij hossza. Készitsiink
hasonl6 abrat, mint az el6z6 feladatnal! Az el6z6-
hoz hasonlé mddon szdmitsuk ki az i, és az i,
ivhosszat! Majd szamitsuk ki az e érint8szakasz
hosszéat! x =i, +i, + 2 - e a szij hossza.

2669. x~51,9 cm a tapadasi felilletek Ossz-
hossza. A 2669. abra alapjan hasonl6an oldhatjuk
meg, mint a 2667. feladatot.

2670. ~182,3 cm a szij hossza. A 2669. abrat
felhaszndlva, hasonldéan oldhatjuk meg, mint a
2668. feladatot.

2671. ~252,8 cm?® a keresett korlaprész teriile-
te. A keresett teriiletet megkapjuk, ha a félkor te-
rilletébdl levonjuk a megfeleld korszelet teriile-
tét. A korszelet teriiletét megkapjuk, ha a megfe-
leld korcikk teriiletébdl levonjuk a megfeleld ha-
romszog teriiletét.

2672. ~108,1 cm? a keresett teriilet.

2673. ~ 88,2 cm? a keresett teriilet. A keresett
teriiletet megkapjuk, hogy ha a megfelel6 deltoid
teriiletébdl levonjuk a megfeleld korcikk teriiletét.

2674. ~223 cm’ a kétszeresen fedett rész teriilete. Vegyiik észre, hogy a keresett teriilet
éppen a megfeleld korszelet teriiletének a kétszerese!

2675. ~ 815 m’ térfogati a kitermelt kézet. Pitagorasz tételével szamitsuk ki a korhenger suga-
rat, ez r = 5,32 m. Majd szamitsuk ki a korszelethez tartozé haromszog tertiletét, ez = 9,1 m?, majd
a megfelels korcikk teriiletét, ez =~ 34,57 m?, ebbél a megfelel korszelet tertilete = 25,47 m?! Mint
tudjuk, a keresett térfogatot megkapjuk, ha a korszelet teriiletét szorozzuk az alagit hosszaval.
2676. ~ 51,6 liter olaj van a tartalyban. Hasonldan oldhatjuk meg, mint az el6z6 feladatot.
2677. ~ 1449 liter olaj van a tartalyban. Hasonl6an oldhatjuk meg, mint az el6z6 két feladatot.
2678. ~3536,4 liter viz van a tartalyban. Hasonldéan oldhatjuk meg, mint az el6z8 harom
feladatot.

Egyenl6 szaru haromszdgek, derékszdgl haromszdgek, négyszdgek

2679. a=~ 14,6 cm az alap hossza, b=~ 8,1 cm a szarak hossza, = 25,62 cm?® a haromszog
teriilete. Hazzuk be az alaphoz tartozé magassdgot! Irjunk fel egy megfeleld szogfiiggvényt!
Ebbdl és az a —b = 6,5 egyenletbdl all6 egyenletrendszert megoldva kapjuk a-t, illetve b-t.
Ezutan szamitsuk ki az alaphoz tartozé magassagot, majd a tertiletet!
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2680. a ~ 8,3 cm az alap hossza, b ~ 7,7 cm a szar hossza, t ~ 26,9 cm? a haromszog teriilete.
Hasonl6an oldhat]uk meg, mint az el6zg feladatot.

2681. =~ 9,2 cm az alap hossza, b ~ 16,32 cm a szér hossza. Irjunk fel a teriiletre egy egyen-
letet, majd alkalmazzunk egy megfeleld szogfuggvenyt az alaphoz tartozé magassag behuzasa
utdn! Ezutan oldjuk meg az egyenletrendszert!

2682. a ~ 11,07 cm az alap hossza, b ~ 18,77 cm a szarak hossza, t ~ 99,3 cm? a haromszog
teriilete.

2683. o~ 25,28° az alappal szemkozti szog, B~ 77,36° a szarakkal szemkozti sz6g. A hdrom-
szdgben huzzuk meg az alaphoz tartozé magassagot és az egyik szarhoz tartoz6 magassagot!

in B
os B

£ m, . P m,
Egyrészt — = sin 8, mésrészt — =tg 8 =
a a

2
hatjuk cos S, illetve B értékét.
2684. 0 =4-,/5 cm=89%4 cm,b=8 /5 cm=17,89 cm a derékszogli haromszog befogdi,
o = 26,57° és B~ 63,43° a két hegyesszoge. A magassagtétellel szamitsuk ki az atfogéhoz tar-
tozd magassagot, m = 8 cm! Majd megfeleld szogfiiggvény segitségével kaphatjuk meg az egyik
szdget, amelybdl megkaphatjuk a masik szoget. Pitagorasz tételének segitségével szamithatjuk
ki a befogokat.

2685. 0« =2 ‘/g cm~4,47cm,ésb=4- /g cm = 8,94 cm a két befogd hossza, o =~ 26,57° és

B =~ 63,43° a két hegyesszoge. Az atfogdhoz tartozé magassag két szeletre osztja az atfogot.
E két szeletre kapunk ebbdl egy egyenletet. A masik egyenletet a magassagtételbdl kaphatjuk.
Megoldva az egyenletrendszert, egy masodfoku egyenlethez jutunk. Megoldva kaphatjuk, hogy
a két szelet 2 cm, illetve 8 cm, illetve forditva. Pitagorasz tételével kiszamithatjuk a befogokat.
Szogfiiggvény segitségével szamithatjuk ki a szogeket.

2686. R=2+2- f =~ 5,46 egység a haromszog koré frhat6 kor sugara. Példaul szogfiigg-
vény segitségével kaphatjuk, hogy BC = R. Szamitsuk ki a beirt kor sugarét, amely 2 egység lesz!
Vegyiik figyelembe, hogy a B-bdl a C-felé induld érintGszakasz hosszat példaul szogfiiggvénnyel
megkaphatjuk, hiszen a beirt kor kozéppontja rajta van a szogfelez6kon. Ehhez hozzaadva a
beirt kor sugaranak hosszat, megkapjuk a BC tavolsagot, vagyis R hosszat.

2687. a =5cm, b=12cm a befogdk hossza, illetve forditva. o =~22,62° és B = 67,38°
a hegyesszogek, illetve forditva. Pitagorasz tételének segitségével kaphatunk egy egyenletet. Ha
alkalmazzuk a korhoz kilsé pontbdl huzott érintdszakaszok tételét, akkor ebbdl kaphatjuk,
hogy az atfogd hossza egyenld a — 2 cm és b — 2 cm 6sszegével. Ebbdl nyertiik a méasodik egyen-
letet. Oldjuk meg az egyenletrendszert, amely masodfoku egyenletre vezet! Ebbdl kaphatjuk a
befogdkat. Szogfiiggvény segitségével szamithatjuk ki a szogeket.

2688. c =40 cm az atfogd hossza. a = 24 cm és b = 32 cm a befogdk hossza, illetve forditva.
0= 36,87° és B~ 53,13° a hegyesszogek, illetve forditva. Vegyiik észre, hogy ¢ = 2 - R! Miért?
Alkalmazzuk Pitagorasz tételét és a korhoz hiizott érintészakaszok tételét! Ebbol két egyenletet
kapunk a két befogéra. Megoldva az egyenletrendszert — amely egy masodfokd egyenletre ve-
zet —, megkaphatjuk a befogékat. Szogfiiggvénnyel megkaphatjuk a szogeket.

2689. o ~22,62° és B~67,38° a hegyesszogek, vagy forditva. Készitsiink egy olyan derék-
szogli haromszoget, amelynek beirt korének sugara 4 egység és a koriilirt kor sugara pedig
13 egység! Ez hasonlé haromszog ahhoz, mint ami a feladatban szerepel. Ezutdn példaul agy
oldhatjuk meg a feladatot, mint az el6z6t.

2690. =~ 6,31 cm a négyszog ismeretlen oldala. Bocsassunk merdlegest a 11,5 cm-es szakasz
megfeleld végpontjabdl a 15 cm-es oldalra! Ezt szogfiiggvénnyel kiszamithatjuk. A 11,5 cm-es
oldal merdleges vetiiletét a 15 cm-es oldalra szintén szogfliggvénnyel szamithatjuk. A 4 7 cm-es
oldal megfelels végpontjabol huzzunk parhuzamost a 15 cm-es oldallal! Igy kaptunk egy olyan
derékszogli haromszdget is, amelynek atfogéja az ismeretlen oldal. Erre a haromszogre alkal-
mazzuk Pitagorasz tételét!
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2691. x~21,22 cm és y~9,41 cm az ismeretlen oldalak
hossza. El6szor szdmitsuk ki o, +a, értékét o, +a,=
= 180° — 134,6°, majd az ¢, értékét szogfiiggvénnyel, €s ebbdl
kapjuk «, értékét. Pitagorasz tételével kaphatjuk e-t. Az x ésy
az e és o, ismeretében szogfiiggvénnyel szimolhato.
2692. 1 ~39,84 cm és ¢ = 3,33 cm az alapok hossza. A rovi-
debbik alap két végpontjabdl huzzuk meg a trapéz magassa-
gait! A szarak merGleges vetiileteit a nagyobbik alapra, szog-
fuggvénnyel szamithatjuk ki. Szamitsuk ki a magassagot! Allit-
21,6m sunk fel egy egyenletet az alapokra! Majd irjunk fel egy egyen-
letet a tertiletre! Oldjuk meg az egyenletrendszert!
2693. 1. eset: A szimmetrikus trapéz esete. a =~ 52,36 cm és ¢ =~ 26,57 cm az alapok hossza,
o =71,19° és B~108,81°. Hizzuk meg a trapéz egyik atldjat! Alkalmazzunk szogfiiggvényt,
illetve Pitagorasz tételét!
2. eset: A paralelogramma esete. a = ¢ = 52,36 cm az alapok hossza, a szogek ugyanazok, mint
az els6 esetben. .
2694. =~ 14,39 cm az ismeretlen oldal, =~ 40,12°, illetve =~ 171,68° az ismeretlen szogek. Allit-
sunk merdlegest a 18 cm-es, illetve a 7 cm-es oldal megfeleld végpontjabdl a 13 cm-es oldalra!
Ekkor a 18, illetve a 7 cm-es oldalak 13 cm-es oldalra valé mer6leges vetiiletei alkalmas szog-
fuggvényekkel szamolhatok, valamint a vetitd szakaszok hosszai is szamolhatok. A 7 cm-es oldal
megfeleld végpontjabdl merdlegest allitunk a 18 cm-es oldalt vetitd egyenesre, s igy kapunk egy
derékszogii haromszoget, amelybdl az ismeretlen oldal szdmithatd.
2695. ~ 31,22 cm, = 34,68 cm, = 26,97 cm, illetve =~ 18,9 cm a négyszog ismeretlen oldalai.
Huzzuk meg az AC 4tlot! Allitsunk merolegest C-b6l AB-re és allitsunk merdlegest D-b6l az AC
atlora! A keletkez6 megfeleld derékszogli haromszogekre alkalmazzunk megfelels szogfiigg-
vényeket, majd Pitagorasz tételét!

Trigonometrikus kifejezések

2696. a) s1n o, b) cos c) 1.
2697. a) ctg’ a;  b) cos® o c) —tg’ a

2698. a) 0; b)2- sm,B c) —ctg’ .
2
2699. g)sin*a; b)2; c) — P
sin® «

g

tg(ZZ‘/g; Ctg(ZZT.

l\)|>—k

3 4 3
2700. a)cosafzg; tgafzg; ctgazz. b) cos a =

1 1 2-/2 2
cJcosa=———; tga=t; ctga=—. d)cosa= ‘/7; tga=£;ctga=2-ﬁ.
2 t 3 4

1+1¢
) /3 5 5 12
e)sma'—T, tga—ﬁ, ctga—T. f)sma—E, tga—E, ctga—?.
i _/E_t ="—; ¢t 2 h) si 2 =—; cga=1
g) sin a = 3 ga=—; cga= 5 ) sin @ = 5> cosa=——; ctga=1
B
i) sin @ = 7 cosa—z, ctga = 3 j)sin @ = 5 cos a = 5 cgaf—z.
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) 1 2 /2
k)sina=—; cosa=—; tga=/§. )sina=—; cosa=—; tga=1.
2 2 2 2

17 4. /17 1
m) sin @ = 7 cos a = 17 ,tgla—

2701. tgo=/15.2702. a) 1;

2703. a)1; b)2; ¢)1.2704. a)1; b)1.

2705. a) Végezziik el a bal oldalon a szorzasokat és a jobb oldalon a négyzetre emelést!
b) Szorozzunk be a nevezdkkel!

2706 Alakltsuk szorzatta a bal oldal szamlalojat, masreszt vegyiik figyelembe, hogy sin’ & +
+cos’ @ =1. cos’ @ —sin® @ = (cos @ — sin @) (cos® & + cos @ - sin & + sin® Q).

2707. Végezziik el a bal oldalon a kijelolt miveleteket!

2708. Végezzik el a bal oldalon a kijelolt miiveleteket!

2709. Végezziik el a bal oldalon a kijelolt miiveleteket, majd alkalmazzuk a tangens defini-
cigjat, és hozzunk kozos nevezdre.

2710. a) és b) hasznaljuk a definicidkat és hozzunk kozos nevezore!

2711. 4) 1; b)l c)1; d) 1. 2712. sin’ a.

2713. a) —ctg a; b) cos’x; c) tg x; d) 1.

2714. Abal oldal szamla10]aban is és neveZOJeben is hozzunk kozos nevezore!

2715. q) 1. Emeljuk kobre a sin’ x + cos’x = 1 egyenlSséget! b) — 1. Hasznaljuk fel az el6z6
feladat eredmenyet és a sin’x + cos® x = 1 négyzetre emelésével kapott eredmenyt'

2716. q) m - 2. Emel]uk négyzetre a tg x + ctg x = m egyenletet! b) m’> — 3 -m. Alakitsuk
szorzatta a tg’ x + ctg® x kifejezést!

2717. A kifejezés pontos értéke 1. Vegyiik figyelembe, hogy sin 75° = cos (90° — 75°), mas-
részt cos 75° = sin (90° — 75°), alkalmazzuk még a kotangens definicijat. Majd végezziik el a
miiveleteket!

2718. Akifejezés pontos értéke 2. Vegyiik figyelembe, hogy sin 53° = cos 37° , masrészt

sin 73° = cos 17°! Miért? 3 .
2719. A kifejezés pontos értéke 1. Vegyiik figyelembe, hogy sin T cos - és

3.7
7
2720. A kifejezés pontos értéke 1. Vegyiik figyelembe, hogy sin (45° — &) = cos (& + 45°) és
cos (30° + &) = sin (60° — o)! Miért?

T
cos = sin —! Miért?
14

Szoégfiggvények altalanositasa

2721. g)sino; b)—coso; ¢)—tga; d) —ctgo.

2722. q) —sina; b)—cosa; c)tga; d)—ctgo; e)—sina; f)cosa; g)tgo; h)ctgor.
2723. ag)cosa; b)sina; c)cosa; d)—sina; e)sinc; f) —tgo; g)ctga; h) —ctga;
i)tga; j)—cosa.

2724, 4)~; -~. -+ L.t 1 2 2 2 2
_@; _@. c)—-1 1, -1, —-1; 1, —1. d)—‘/g; ‘/5; _‘/5; _‘/5; ‘/g;

2725. Mindegyik részfeladat eredménye 0.

1 1 2 3 3
2726. a)—?; b)_f; c)—é; d) -1; e)‘é? f)_é-

IV
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388 Trigonometrikus fliggvények grafikonjai

2727. Akifejezés pontos értéke 1. 2728. Mindegyik részfeladat eredménye 0.
1 3
2729. Mindegyik részfeladat eredménye 0. 2730. a) —5; b)3; c¢) T
2731. Vegyiik figyelembe, hogy a szinuszfiiggvény periddusa 360°, masrészt sin (180° + o) =
= —sinal

2732. A kifejezés pontos értéke — 8. Vegyiik figyelembe, hogy a tangensfiiggvény periddusa
2003 - & 3

=t
4 £

7, masrészt tg(—a) =tg o! Ezeket alkalmazva igazolhatjuk, hogy tg

. 3-r Vg Vs T
masreszt thztg E—Z =1tg 7 =1tg T

1
2733. Akifejezés pontos értéke T Vegyiik figyelembe, hogy a koszinuszfiiggvény periédusa
2 - 7, masrészt a tangensfiiggvény periddusa 7. Ezt felhaszndlva mutassuk meg, hogy a négyzet-

T 2
re emelendd tort szdmlaldja cos r mig a nevezlje tg = Az utébbi pedig egyenld

T
tg [— 3]-mal! Folytassuk!

T
—+x|=
2

2734. a) Végeredmény: 1. Vegyiik figyelembe, hogy cos (7 +x) = — cos x és cos

= —sin x! b) Végeredmény: 1. Vegyiik figyelembe, hogy sin (180° —x) = sinx és sin (270° —x) =
= sin (— 90° —x) = —sin (x + 90°)!

2735. a) Végeredmény: 1. Vegyiik figyelembe, hogy az elsG szorzat mindkét tényezGje
— sinx, mig a mésodik szorzat mindkét tényezdje cos x! b) Végeredmény: 1. Igazoljuk, hogy
az els6 szorzat mindkét tényezdje sin x, mig a masodik szorzat els6 tényezGje cos x, a masodik
tényezbje — cosx!

4 4 3
2736. a)ctg a; b) —cos o; c¢)—cos o. 2737. ctg « z—g; cos az—g; sin a=g.
12
2738. Végeredmény: sin x-cos x = 5 Mutassuk meg, hogy ——=1+ tg> x, masrészt
cos” x
. tg x
sin x-cos x = ————!
1+t x
2739. Hasznaljuk fel, hogy — =1+ ctg® x, ezutan a négyzetgyok alatt alakitsunk ki tel-
sin® x
jes négyzetet! Gondoljuk meg, hogy a feltételek miatt |1 +ctga| = —1 —ctga!

2740. A kifejezés pontos értéke: 0. Hasznaljuk fel, hogy tg(180°— o) = —tg «, ezért
tg 177° = — tg 3°. Hasonl6é médon ctg 157° = — ctg 23°.

Trigonometrikus fuggvények grafikonjai

2741. a) Vegyiik figyelembe: sin (—x) = -sinx! b) Gondoljuk meg: cos (—x) = cos x!
2742. a) (2742/1.) b) (2742/11.)

2743. a) Gondoljuk meg, hogy tg (—x) = — tg x, ezért tiikrozziik a tg fliggvény grafikonjat az
x tengelyre. b) Vegyiik figyelembe, hogy ctg (—x) = — ctg x, ezért tiikrozzik a ctg fiiggvény
grafikonjat az x tengelyre.
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y y=|sin x|
1

Yy  y=|cosx]|
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il s
| 2
y=sinx

2744. a) (2744/1.) b) (2744/11.)

2745. a) Vegyiik észre, hogy f(x) = 1 minden valos x-
re! b) Gondoljuk meg, hogy g(x) = (sin® x + cos® x)*
2746. a) Igazoljuk, hogy f(x) =0. b) Igazoljuk, hogy
gx)=0.

2747. a) Vegyiik figyelembe, hogy f(x) = —cosx.
b) Gondoljuk meg, hogy g(x) = cos x.

2748. a) Vegyiik észre, hogy f(x) = —sinx.

b) Vegyiik figyelembe, hogy g(x) = sin x.

2749. a) A tg tiiggvény grafikonjat toljuk el % -vel az
x tengely irdnyaban a pozitiv iranyba.

b) A tg fiiggvény grafikonjat toljuk el % -vel az x tengely
irdnyaban a negativ iranyba.

2750. a) A ctg fiiggvény grafikonjat toljuk el % -vel az
x tengely irdnyaban a negativ iranyba!

b) A ctg fliiggvény grafikonjat toljuk el % -vel az x ten-

gely irdnyadban a pozitiv irdnybal!

2751. a) f(x)=tgx; b)g(x)=tgx.

2752. a) Igazoljuk, hogy f(x) =0. b) Igazoljuk, hogy
g(x) =2 -sinx.

2753. a) Gondoljuk meg, hogy f(x) =2 - sinx, ha sin
x=0¢s f(x)=0, hasinx <0!

b) Vegyiik figyelembe, hogy g(x) =2 - cos x, ha cosx = 0
ésg(x) =0, hacosx < 0!

2754. a) Vegyiik észre, hogy f(x)=—2-sinx, ha
sinx <0 ¢és f(x) =0, hasinx=0! b) Vegyiik figyelem-
be, hogy g(x) =0, ha cosx =0 és g(x)=—2 " cosx, ha
cosx < 0!

2755. a) Gondoljuk meg, hogy f(x) =1, hasinx >0
és f(x) =—1,hasinx <0. b) Figyeljik meg, hogy g(x)
=1,hacosx>0¢ésg(x)=—1,hacosx <0.

2756. Lasd az abrit!

y=C0SX

y=ltgx|
\y ,

y=lctgx|

»
>

/
q
v 4

y=ctgx

2n

8 4

IV
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Trigonometrikus figgvények grafikonjai

2757. 2758. 2759. 2760. 2761. 2762. 2763. 2764. Lisd az dbrakat!

AV
y=2cosx
y=cosx
0 1 & A -
1'[ Ll
2n x

NS/

y=-2+2cos x

1

y=—5c0sx

=2cos(x-Z
y y=cos(e-)
y=cosx
—>
2 b 32—" T X

y =-2+2cos (x —%)

y= 2+2sin(x+§)
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2765. 2766. 2767. 2768. a) (2768/L.); b) (2768/IL); c) (2768/1IL)
2769. a) (2769/1.); b) (2769/IL); ¢) (2769/11L.) Lésd az dbrékat!

2768/Il.
Ay y=cosg—c
*3é16_1 0 Eﬂ%é 6 6n x
2 2 y=cosx

y=sinx

y=2sin2x

y=-2cos i—‘
y=2+ %sin 2x
2768/1.

=gin%x

y y=sing

1
-3n =10 3n 6n x

y=sinx
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2770. a) (2770/L); b) (2770/IL); ¢) (2770/I1L)
2771. a) (2771/L); b) 2771/IL) 2772. a) (2772/1.); b) (2772/IL)
2773. a) (2773/1.); b) (2773/1L.) 2774. Lasd az abrakat!
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2775. 2776. a) (2776/1.); b) (2776/11.) Lasd az abrakat!

393

IV
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Trigonometrikus egyenletek I. rész

Bevezet6 feladatok

A kovetkezbkben k, illetve az m tetszbleges egész szamokat jelent.
Vs 5
27717. a) x1=g+k-2~7r; x2=T+m-2~n. (¢, =30°+k-360°% x,=150°+m -360°).

T 2.
b)x1=?+k~2-7r; x2=T+m-2~ﬂ. (x; =60° + k - 360°% x,=120°+m - 360°).

T 77
c)x1=—z+k-2-71; X,=——+m-2-7w. (x,=-30°+k-360% x,=210°+m - 360°).

6
7T 47T o (e} (e} O
d)xlz—?+k~2~7z'; x2=?+m~2~n’. (¢, = —60°+ k - 360°% x,=240° +m - 360°).
T . . T 3
e)x1=7+k~2~7r; X, =x. (x;,=90°+k-360°). f)x1=—7+k~2-7r; x2=T+

+m-2 7w (x;=-90°+k-360% x,=270°+m - 360°). (A két megoldas megegyezik.)

Ve 3.
g)x1=I+k-2-7r; x2=T+m<2-7T. (x, =45°+k-360°% x,=135°+m - 360°).

b S
h) x,= —T+k~2-7r; x2=T+m-2~7r. (x, =—45°+k-360°% x,=225+m-360°).
))x,=0+k-2-7m, x,=7+m-2-7. (x;=k 360% x,=180°+m -360°). A két megoldas-
sorozatot Ossze lehet vonni a kovetkezdbe: x =n - 7, ahol n tetsz8leges egész szam. j) Nincs
megoldas a valos szamok halmazan. k) x; = 09273 +k-2-7m; x,=22143+m -2 7.

(x; =53,13° + k - 360°% x, = 126,87° + m - 360°). ) Nincs megoldas a valés szamok halmazan.

T T
2778. 0) xy= " +k 2T m= - ot m 2T (= 600+ ko 360% == 60°+m - 360°),

2. 2-m o . . .
b) x1=T+k'2-7z'; Xy=———+m-2-7m. (x,=120°+k-360% x,=—120°+m-360°).

3
T T
C)x1=g+k'2'ﬂ'; x2=—€+m-2-7r. (x, =30°+k-360% x,=—30°+m-360°.
5w 5w N N N N
d)x1=T+k'2'7T; x2=—T+m-2-71. (x, =150° + k- 360°% x,=—150° + m - 360°).
b4 b
e)x1=T+k~2-7f; x2=—Z+m<2-7f. (x, =45°+k-360°% x,=—45°+m-360°).
3.7 3-r . . . .
f)xlzT—HcZ‘ﬂ'; x2=—T+m‘2~ﬂ'. (¢, =135° + k- 360°% x, = — 135° + m - 360°).

g)x;=0+k 2 7 x,=x. (x;,=k-360°. h) (x,=7+k-2-71; x,=—7+m-2-7). (Akét
/s
megoldds ugyanaz.) i) Nincs megoldds a valés szamok halmazén. j) x,= > +k-2-m;
bid
2

T
hatjuk a kovetkez6be: x = > + n -, ahol n tetsz6leges egész szam. k) Nincs megoldas a valds

X,= +m-2-m (x;,=90°+k -360% x,=—90°+m - 360°). A két megoldast dsszefoglal-
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szamok halmazan. /) x; = 1,23096 + k-2 - 7; x,~—1,23096 + m -2 7. (x; =70,53° + k -360°
x, = —70,53° + m - 360°).

/s bid
2779. a)xzz—kk-n'. (x =45°+k - 180°). b)x=—7+k~rf. (x=—45°+k - 180°).
T G
c)x=0+k-m=k 7w x=k-180°. d) x=?+k-n.(x=60°+k-180°). e) x=—?+k~7f.

T T
(6= —60"+k 180°). f)x=-r+hk T (x=30°+k 180°). g) x=— "~ +k.
(c=—30°+k-180°). h) x~1,1685 + k- . (x =~ 66,95 + k - 180°).
T T
2780. o) x="+k 1. (1=45"+k 180°). b) x="+k7m. (t=30°+k 180°).

T
¢) x= "+ kT (=60°+k180°). d) x=0,8548 +k 7. (x~ 48.98°+ k- 180°).

Alapvetd feladatok

A kovetkezSkben k, [, m, n tetszGleges egész szamokat jelentenek.

T T 2. 2.
2781.q) x1=?+k~2-7r; x2=—?+l-2~n; x3=T+m-2-7T; X,= —?+n-2'7r.
b 37 b 5w
b)x1=7+k-2~7r; x2=T+l~2-7r; x3=—Z+m-2'7r; x4=T+n~2-7r.
T b T G
c)x1=Z+k-7r; x2=—7+l-7r. d)x1=?+k-7f; x2=—?+l-7r.
b b4 T T
2782.a)x1=€+k-7r; x2=—g+l~n. b)x1=€+k-7f; x2=?+l-7f.

R ey
c))c—6 5 )x—8 5

s b
2783. a) x1=E+k-ﬂ'; X,=——+1l-m. (x,=15°+k - 180°); (x,=—45°+1 180°).

4
b —7[+k 2'77. B ﬂ+l 2.1
) 2= 3 0 T 3
2784.0) x= "tk L b)r=k o m=o g 2T
na) X= ;- bn T
2785.0) x= " ik Ty =Tk
) x= o 5 )x—3 T
2786.4) = —+k —: x4 b vtk x=a+]-T
g 27 72 12 2 7y > 2 ’
T T T 2. 4. 2.
2787-61) x1=—Z+k<7r, XZ—Z‘FZ T b) Xl—?“—k T, x2_T+l T,
T 2. 2. 2.
x3=§+m- 3 ;X = 3 +n- 3
2788.4) x= — -tk s x= -l T =k D = T
R D) p =Tty bn=y 20 T T

2789.a) l.eset: 2x =x+ 7w +k -2 7, ebbllx;=k-2-7. 2.eset:2x +x=7 +1[ 2 7, ebbbl

IV
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T 2. 2.1 T 2.1

x2=?+m‘T. b)xlzk-T; .)Cz:?‘l‘l'?.

2790.4) 5=k L s ry= Al ot py =ik T = T
W) =k HE gl aEgtkegn nEmpy s

2791.a) 1. eset: 2x =x+k -2 -7, ebbSl x , =k - 2 - 71. 2. eset: 2x +x=1[-2 - 77, ebbdl

2.1 V.4 T

x2=l-T b)xlzk-I; x2=l-z.

2792.4) x,=k ——; xy=l ——. b) xj= etk xy= = ]
) ! 4507 72 550 ° 7 77 72 18 9"

2793.a) 2x =x +k - 7, ebbdl x =k - 7. Meg kell vizsgalni, hogy a tangensek nevezdi mikor

nem nulldk. Ha ezt megtessziik, akkor azt kapjuk, hogy a kizart valds szamok nem esnek bele

az elébb megadott megoldasjeldltbe, ezért az valoban megoldas. Behelyettesitéssel is ellen-
s

Orizhetjiik, hogy kielégiti az egyenletet. b) x=k- 7 megoldasjeldltet kapjuk, ha megoldjuk

az egyenletet. De ezen sorozat nem minden eleme megoldds. Ha a tangensek nevezGit
megvizsgaljuk, miszerint azok nem lehetnek nullak, akkor azt kapjuk, hogy csak a kovetke-

T
z$ részsorozatai megoldasok az el6bb kapott megoldasjeldltnek: x,=1/1 7m; x,= 7 +m- 1

3.
x3=T+n-7r.

T T T T
2794.0) x=—+k —. b) x=—+k —.
20 10 2 4

2795. a) x = k- 1 megoldasjeloltet kapjuk, ha megoldjuk az egyenletet. Amde, ha megvizs-

galuk a kotangensek nevezdit, miszerint azok nem lehetnek nulldk, akkor azt kapjuk, hogy a

megoldasjelolt szamok esetén nulla lenne a nevezd. Ez nem lehet, ezért az egyenletnek nincs
T

megoldasa a valés szamok halmazan. b) x=k- 3 megoldasjeloltet kapunk, de ha megvizs-

galjuk a kotangensek nevezgit, miszerint azok nem lehetnek nulldk, akkor azt kapjuk, hogy csak

Ve 2.
a kovetkezd részsorozatok a megoldasok: x,= 3 +1 7 x,= = +m- .

. ) . 2. T 2.
2796. a) sin 4x=sin (—x), ezt pedig megoldva: x,=k- = T +1: =
T b b4
b)xlzk‘j; XZZZ'FI‘?.
2797.0) =k =y m= a1 T b= g D T
r@) w=ken m= g =g 20 T T Ty &
2798.4a) l.eset: x—x=7+k-2-77, ebbSl x =7 +k-2-71. 2. eset: 2x+x=7w+[-2-7,
o T 2. T T T Vs
ebelXZZ?-Fl'T. b)xlzf—l-k-?; X2=§+l‘?.
1 Vs 3. Vs 3. Vs
2799.a)x1=1—+k-?; x2=7+l-?. b)x1=7l'+k'7l'; x2=1—+l'7.

s
2800.a) x=k- 72 megoldasjeldlt, de ebbdl csak a kovetkezd részsorozatok a megoldasok:

T 3. Vs
x, =1 m x2=Z+m~7z'; x3=T+n~7r. b)x=k~?amegoldésjelélt,deebb6lcsaka
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T 27
kovetkezd részsorozatok a megoldasok: x,= 3 +1-m x,= = +m- 7.
s
2801.a) Vegyiik figyelembe, hogy cos x = sin | x + ExE ezt felhasznalva, atirhatjuk az egyen-
b
letet a kovetkezd alakba: sin 2x = sin | x + >t ez pedig mér kordbban targyalt tipusd. A meg-
ldasok: x,= — + k-2 Tl 2T =Tk Tz
cx=—+k2m x,=—+1——. =—+k-m xX,=—+I1 —
oldsok: x,= = T, X, 5 3 ) X, 1 T 4= g >
2802 3.7 i T l” b T L T T T
. =——+km x,=—+1—. =—+k —; -+l —
@9 x= o=yl DaEgotkeg m= oty
2803 a)x=—£+k-£' x=£+l-£ b)x=—i k~£' x I R
T 12 37778 277720 5777 12 3
b /s T s
=—E+m-?,aholm=—lvagyx2=Z+k-§.
2804.0) x,= — " 4k Ty x4 T
R T 40 T T T
b I 2. R 1.2
) X, = 10 5 xX,= 5 .

2805. o) Rendezziik nulldra az egyenletet, ezutan alakitsuk szorzatta! Hasznaljuk fel, hogy egy
szorzat akkor és csak akkor nulla, ha legaldbb az egyik tényezdje nulla! sin® x- (sinx — 1) = 0.

s T ,
x,=k-m x2=5+l~2-7r. b) x1=?+k-7r; x,=1-2-m; xy=m+m-2 m. (Osszefoglal-
s
hatjuk a kovetkezd egyenletbe: x=n- ER ahol n tetszbleges egész szam.)

b b b
2806.4) x1=7+k-7r; x2=7+l-2~71, Osszefoglalva: x=7+m-7r. b) x,=k-m;
x,=1-2-m, Osszefoglalva: x=m - 7.
G T T
2807.4a)x,=k T; x2=?+l~2‘7r; x3=—?+m~2<7r. b)x|=7+k'7r;
Vg 5.
x2=g+l-2-7r; x3=T+m~2-7r.

T T T
2808.a)x1=?+k-2-7f; x2=—?+l-2~77. b) x,=k-m; x2=€+l-2-7r;
T
x3=—€+m~2-7r.

/o T /o T
2809.a)x1=Z+k-7r; x2=—Z+l~n; b)x1=g+k-7r; x2=—€+l»7r.

bis T
2810.a)x=?+k-7r. b)x=—Z+k-7r.
T
2811.4a) x= 1,1071 + k-7, (x= 63,43° + k- 180°). b)ng—i-k-rf.

b T T Vs
2812.a)x1=Z+k‘7z'; x2=—7+l-7[. b)x1=?+k~7z'; x2=—?+l‘7z'.

3. 13-7 Vs 9.7
2813. 4) x1=—T+k~2-n’; %="10 +1-2-m x3=E+m~2~n’; x4=T+

T S
+n-2-m b) x1=g+k-2~n; x2=?+l~2-7r. A sin x = 2-bdl nincs valés megoldas.

IV
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Vg
2814.4) x1=?+k-2~77; X, ~—03398 +1-2-7; x;=3,4814 +m -2 7. (x;, =90°+ k- 360°
X, = —19,47° +1-360% x;=199,47° +m-360°). b)x;~0,9945+k-2-7m; x,~2,1471 +
+ 1275 x3=—02408 +m-2-7; x,~ 33824 +n-2-7. (x; = 56,98 + k-360°% x,=123,02°+
+1-360% x;=—13,80°+m -360°% x,=193,80°+n -360°).
2815.0)x=0+k 2 7. b)x; =k -m; x,=04205+[ 7m; x3=—0,4205+m  x.

b T b
2816.4) x1=Z+k~7r; x,~12490+1 7. b) x1=€+k'7r; x2=?+l'7r.

b 3. Vs
2817.a)x=1+k-7r. b) x1=T+k-ﬂ; X,=—-—+I1-7x

8
2818.0) x,=  th 1 vym— T tlm b m= otk =+l
wa) X, = T T X,= T . )x1—4 T X,= 1 T
b T
x3=€+m-7z'; x4=—€+n-7f.
b T 5w b
2819.a)x=?+k7z'. b)x1=€+k~2‘7r; x2=T+l‘2-7r; x3=—g+m‘2-n’;
AL
Xy=——tn 2w
b T
2820.4) x1=?+k-2-71; x2=—?+l-2~7r. cos x = 2-b6l nem kapunk megoldast.
T T
b)x,=n+k 2 m x2=?+l-2-7r; x3=—?+m-2-7r.

3.7 Vs
2821.4a)x, =k m; x2=T+l-2-7r. b)x1=5+k~7r; x=0+1-2 7.

T T 5.7
2822.0)x, =71 +k -2 T x2=?+lv2-7r. b)x1=Z+k~2-7r; x2=T+l-2~n.

sinx = — 2-b6l nem kapunk megoldast.

b S
2823.4) x1=g+k-2-n; x2=T+l~2-7r.

T
b) x1=T+k-7T; x,=—1,1071 + k- 7. (xzz—63,43°+k~180°).[

=1+tg x.] Alakit-
cos” x

suk at az egyenletet példaul a kovetkezs alakira: tg?x + tgx — 2 = 0!
T 2.7 T 4.1
2824.q) x1=?+k~2‘75; x2=?+l~2~n’; x3=—?+m~2~7z'; x4=T+n~2‘7r.

) T T 2.7 2
Rovidebben: x1=§+k~7r; X, = —?+l~71'.b) x1:T+k'2'”§ X,=———+1-2m

3
x=123094+m -2 -7 x,=-12309+n-2- 7.
2825. a) Az egyenletnek nincs megoldédsa a valds szdmok halmazan. 1 + cos 2x#0 =

T T T
=cos 2&x#—1 =>x767+k-7z'; cos x=0=>x=?+k'ﬂ'; ellentmondas. b) x=7+k-7z'.
3.7
2826.a) x= 7 + k- 7. b) Nincs megoldésa a valds szamok halmazan.
T
2827. a) Nincs megoldasa a valés szimok halmazan. b) x= — 3 +k-m.

Vs 5w T 5
2828.4) x1=€+k-2-7r; x2=T+l-2~7r. b) x1=z+k~2-7r; x2=?+l~2-n’.
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/s s
2829.4) x1=?+k-2-ﬂ; X,= —?+Z-2~7r. cos x = 2-b8l nincs megoldas.

b —7T+k
)x—3 .

2830. Azonossag, tehat minden valds szdm megolddsa az egyenletnek. Egyrészt emeljiik
négyzetre a sin® x + cos’ x = 1 azonossagot, masrészt emeljiik az el6z8 azonossagot harmadik
hatvanyra és a kapott eredményeket hasznaljuk fel.

T T 77
2831.x1=?+k~2-71‘; X,= —€+l~2-7f; x3=T+m-2~JT.

2832. x = 0. Vazoljuk az f(x) = cosx és a g(x) =x* + 1 fiiggvény grafikonjat kozos koordinata-
rendszerben!

2833. Nincs megoldas a valés szimok halmazan. Vazoljuk az f(x) =sinx és ag(x) = — (x — 1)
fliggvény grafikonjat kozos koordmata rendszerben!

T
2834. x= - +k-2-m; y= 5 + [ 7. Alakitsunk ki teljes négyzetet az x-es tagokbdl, az

y-0s tag mar teljes négyzet.

2835. x=1; y=k-2-7}, x=-1;, y=n+1-7}.

Hozzuk a kévetkezs alakra: x* — 2 -x - cos y + 1 = 0. Tekintsiik ezt x-re masodfokt egyenletnek!
Ennek akkor és csak akkor van val6s megoldasa, ha a diszkrimindnsa nemnegativ.

Osszetettebb feladatok

T
2836.x=Z+kv7T.
s b
2837-)(1:?'}‘]('7[; X2=€+l'ﬂ'.
b T
2838-X1=E+k'2'77.'; x2=—z+l'2'ﬂ'.
T T
2839-X1=?+k'2'77.'; x2=—?+1'2'ﬂ'.
T 3 Vs 5
2840. x1=7+k'2~7r; Nn=——+101271 x3=——+m 2 m x4=T+n~2~7r.

4 4
2841.x,=0,6610 + k- 7; x,x~0,7484 + [ . Vezesslink be 4j valtozot, példaul:

1+tgx
y=3 ﬁ . Ekkor méasodfoku egyenletre vezethetjiik vissza az eredeti egyenletet.
\/ —tg x

2842.x, =~ - 03218+ k- m; x,~—0,1651 +1- 7. Vegyiik észre, hogy:

—1=tgx Igy
cos” x

1
az egyenlet: tgx + 9 ctgx=| tgx | — 1. Kilonboztessink meg két esetet, egyrészt amikor

tg x > 0, masrészt amikor negativ (nulla nem lehet).

T T T 5w
2843. x,= —+k 7, x,=—+12-71; x3=——+m-2-71;, x,)=——+n-2-7x;
2 6 6 6
s
Xs=———+p-2-m. Itt k, [, m n, p tetszleges egész szdmok. Vegyiikk észre, hogy

6
cos (m —x) =—cos x.

IV



IV

400 Trigonometrikus egyenletek I. rész

2844. x, = 1,779 +k -2 - 7m; x, =—17794 +1 - 2 - 7. Kiillonboztessiink meg két esetet,
egyrészt amikor cos x nemnegativ, masrészt amikor negativ.

1 1
2845. x, = 3 +ky ox,=— 3 + [. Alakitsuk 4t tangensre a kotangenst! Ebbsl kapjuk, hogy
Vs Vs 1
e cos 2-7m-x)= 3 + k- . Ebbdl kovetkezik, hogy cos (2- 7 -x) = 5 (k=0 lehet csak.)

1
2846.x,=-2; x,= — 5; x;=-3,5+ /11,25; x,=-3,5- /11,25; x5=x,=1.
2-mx Vg ) o
————=——+k-m, ebbsl 0=Bk—1) -x"+ (3k—7) x—1+ 3k. Ennek a diszkrimi-
xr+x+1 3
nansa nemnegativ kell hogy legyen, ebbdl kovetkezik, hogy: 0 > 3k* + 2k — 5. Ezt oldjuk meg,
majd vegyiik figyelembe, hogy k egész! Ebbdl kovetkezik, hogy k lehetséges értékei —1, 0, 1.

2847. x,=1+ /2k+1; x,=1-/2k+1, ahol k nemnegativ egész szam.
x=—1+ /21?; x,=-1- /21?, ahol I nemnegativ egész szam.

2848. x,=k 7+ /k* 7'+ 1; x,=k-7m—/Jk* 7+ 1. Ittk tetszOleges egész szdm.
x=l-m+ /P 7= 1; x,=1-7—JI*7*— 1. Iit] tetsz8leges nem nulla egész szdm.

A tovabbiakban &, [, m, n, p, g, 1, s tetsz6leges egész szamokat jelent.

2849. x, = % +k-m; x,~-1,1071 + - 7. Osszuk el az egyenletet cos” x-szel, amikor ez nem
nulla! Ezzel tg x-re masodfoku egyenletet kapunk.

2850. x, = % +k-m; x,= 0,4636 + [ - 7. Hasonl6an oldhatjuk meg, mint az el6z6 feladatot.

2851.x,=0,6319+k-m;, x,~—1,2199 +[- 7. Hasonl6an oldhatjuk meg, mint az el6z6 fel-

adatot, ha el6bb felhasznaljuk, hogy 1 = sin® x + cos * x.
2852. x, = 1,0591 + k- 7m; x,=~—0,2737 +[- 7. Hasonl6an oldhatjuk meg, mint az el6z6 fel-
adatot.

T
2853. x1=Z+k~7T; X, =—02450+1- 7.

T
2854. x,= ) +k-m; x,=-1,1071 +[ - 7. Szorozzunk be a nevezdvel, ezutan olyan tipusi

lesz, mint az el6z6 feladatokban megoldottak!
T
2855. x = > +k-my ox,=1,4280 +1 75 x;=1,2490 + m - 7.

2856. 1=~ + k --Z T T,
= X = 3 T, X,= 3 T, X3= 6 m-7m; X,= 6 n-Tm.
T by 5.
2857. x= +k 21 x=- 12w x=—4m 2

T Vs T T
x4=—T+n-2<7r; x5=?+p-2-7T; x6=—?+q-2-n’; x7=T+r-2-71';

¥
¥g=— s 2 . Emeljiik harmadik hatvanyra a sin’x + cos®x = 1 azonossagot! Ezt fel-

hasznalva el6bb-utébb cosx-re negyedfoku egyenletet kapunk, amely masodfoku egyenletre
vezethetd vissza. (Lehet sin x-re negyedfoku is az egyenlet.)





